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1 はじめに







る実装までを， 2018年以内に完了した例えば， Mathieu群 M24に適用し，家庭用 PC
(Intel(R) Core(TM) i3-3220 CPU @ 3.30GHz)で計算してみたところ， 0.8秒で BSGS
と，その Minkwitzによる分解までを返すところまでは達しているが， 3x3x3のrubik's
cube群のそれを計算するには 4分かかり， 4x4x4については 16時間もかかること





JavaScriptライブラリである Three.jsを用いて， rubik'scubeや 24puzzleの 3Dモ
デルと，キューブの表面をクリックすることにより意図した方向へ回転したり，スライド
したりする操作を実装し， webpage [12] [14]において公開している．特に立体を回転さ























置換群を実装する上で必要となる基礎的で有名な事実を紹介していく.fl= {O, 1, ・ ・ , n-
1}上の対称群を 60と表し， GはXt;:;;60により生成される部分群と仮定する.[2は
作用域とも呼ばれる.a E [2への gEGの作用は右からとし，ぴと表すことにする．
a。立1,・ ・ ,az-1 E [2に対し，その固定部分群を Gao,a1,・・,"'1-1と表す．すなわち
Gao心1,…，°'!-1 = {g E C I叩=ai Vi E {O, 1, ・ ・ , l -l}} 
とおく.B = (f3o, /3ぃ...'f3い） E [2Xkがbaseであるとは， Gf3o,/31,・f3k-1= { e}を満たすも
のと定義する特に (0,1,・・・,n-1)もbaseである.base Bに対し， Q(il:= Gf3o, 約，f3i-1
とおくとき，
G = c(o) 2 c(l) 2・ ・ ・2 c(k) = { e}
を stabilizerchainであるという.base Bが重複なしであるとは， Q(i)#-Gい1)が全て
のiE{0,1,・・・,k-1}について成り立つことをいう.ccサ1)の CCりにおける右剰余類
の完全代表系を UCilにQCil)とおく.UCilの取り方は同一の baseBに対し色々あるが，
軌道△(i) := f3ic(i) ".:::'Q(i+ll¥cCりは baseBに対し一意に取れる．著者の実装は全単射




So E U(O)を取り， XSo―1E Q(l)となるので， G(2lxso―1= Q(2)S1となる s2E U(2)が取れる．
以下同様の操作でXSo―1s1-1・ ・ ・Sz_l-l E Q(りであるが， XSo―l81 -l・ ・ ・Sz_l -l (/_ Q(l+りなら
ばxはGの元ではなく， l=kならば， XSo―1釘―1.. Sk-1-1 = eだから， X= Sk-l・ ・ ・S1S0 
と表される特に，集合として
cCil = uCk-lJ x .. x uCil (Vi E {o, 1, .. k -1}) 
である.G = u(k-l) X .. X u(l) X u(o) ".:'△ (k-1) X .. X△ (1) X△ (0)なので， Gの位数が
Hにい△叫となる．
BこGがstronggenerating set (以下 SGS)であるとは，
〈snc叫=cCil (Vi E {O, 1, ・ ・ k-l}) 
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が成り立つことをいう baseB とその SGSSとの組 (B,S)を BSGSと呼ぶ BSGS
(B,S)が構成されることは，或る全単射 Ui:△ (i)→ Uりで(3= f3i u, (/3) (¥:/ f3E△ (i)を満
たすものが構成でき， Sこuk-1
i=O 
砂となり S(i)= Sn (U(il u・・ロ U(k-1))とおくとき，
a(iJ =〈S叫 (ViE {0,1,・・・,k-1}) 
が成り立つことと同値である
2.2 Jerrum's filter 
現時点では実際に扱う例は間が 100を超えることも少ないため，各右剰余類の完全
代表系 U(りの大きさも小さいそのため， SGSとして
s = u(o) LJ・.LJ u(k-1) 
を求める実装にしているまた， B= (0, 1, ・・，n-1)を取って計算することが多い X
が対称群全体を生成しなければ，途中で Q(k)= {e}となったり， Q(i)= Q(i+l) (⇔ △ (i)= 
{i})となることがあるのだがこのような iは計算終了後に排除すればよい baseBとし
ては，増加列 0~(3。＜坊く・・• く f3k-l~n-1 で G = aco) > Q(l) > .. > Q(k-1) = {e} 
となる．
具体的な実装は次のような i= 0, 1, ・ ・ , k -1に関するループである. base B = 
(f3o, (3ぃ...'(3い）に対し， Q(i)= G130, .・,f3,-1の生成系 scりが構成されたと仮定する (i= 0 
のときは最初の生成系） • ucりは，比に SCりの元を次々に作用させ，軌道△tを張るとき，
それと同時に作用させた元たちを掛けていったものを記録していけば構成できる．従っ






い従って，この大きさを 1n1-1以下に抑えるためのアルゴリズムである Jerrum'sfilter 





(Mn, M12, M22, M23, M24)などの憤換群に対して試すことができる．
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[https: / /noblegarden-math. jp/math/notes/computer _algebra/Minkwi tzFactorization/] 
骰換パズルの群論的な solverは予め計算された BSGSとその Minkwitz分解を利用し
て実行する．任意の元を与えられた SGSの積で表示する実装は容易である上， JavaScript
であっても非常に高速であり低コストであるそれに対し BSGSを導出するコストは高
く，著者の JavaScriptでの実装において， 3x3x3のrubik'scube群の BSGSを導出す














変することから開始し， rubik'scubeやスライドパズルの描画を実装した.rubik's cube 
群や 24puzzle群などをマウスクリックによって，直感的に回転やスライドを自在に制
御できる実装であるまた，与えられた操作の語に対して，その挙動をアニメーションで
















































































5 Coset Enumaration 
coset enumerationとは，群の表示及びその部分群の生成系 relatortableとcosettable 
を構成するアルゴリズムであり，これら tableたちに空きが無くなった時点で終了する．
空きがあれば新しい数を埋めるのであるがそれがrelatortableであるとき HLTmethod
と呼び， cosettableであるとき Felschmethodと呼ぶ正確には，群 Gが表示を持つと
は，集合X とXから生成される自由群 F(X)の（有限）部分集合R,F(X)における R
の正規化部分群 N(=NF(X)(R))によってG= F(X)/Nと表されることであり，この状
況を G=〈XIR〉と表す.coset enumerationとは，表示を持つ群 G=〈XIR〉とその部
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[https: / /noblegarden-math. jp/math/notes/computer _algebra/CosetEnumeration/] 
具体的にどのように relatortableとcosettableが成長していくのか， stepby stepで
可視化するアプリも公開している．













[https: / /noblegarden-math. j p/math/notes/ computer _algebra/ coset_enumeration_step_by _step/] 
6 まとめ，次の目標









• BSGSの計算で Todd-CoxeterSchreier-Simsアルゴリズムというものが Murray
の解説 [10]にあり，これは cosetenumerationを取り入れた方法とのことで，そち
らへの応用にも取り組んでみたい
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